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Introduccion.

0 Componentes




Sustitucion.

Q Sustitucion: Una sustitucion es una funcion finita de un conjunto de variables
de un lenguaje en el de términos. Se representa como a = {x;/t;, X,/t, ...
x,/t.} donde x;, ..., X, son variables diferentes y t,, ..., t, son términos tales que,
en cada t, no aparece la variable x;

Un par x;/t; se denomina /igadura

Una sustitucién que no sustituye ninguna variable se llama sustitucion vacia (1)

Una sustitucién que sustituye variables por otras variables se denomina renombrado
Dominio(a) = {X; [ x/t; € o}

Rango(a) = {y;/ y,aparece en t; y xi/t; € a}

oooo0oo

Ejemplos: Ctes ={a, b, ¢, d}, Var = {x, y, z, w}, Func = {f/1, h/2}

al = {x/f(a), y/x, z/h(b,y), w/a} Dominio(al) = {x, y, z, w}  Rango(al) = {Xx, y}
o2 = {X/a, y/a, z/h(b,c), w/f(d)} Dominio(a2) = {x, y, z, W} Rango(a2) = &
o3 = {x/y, z/w} (renombrado) Dominio(a3) = {x, z} Rango(a3) = {y, w}

A= {X/x, Yly, z/z}



Sustitucion.

O Dada una formula F y una sustitucion o = {x,/t;, ..., x,/t.}, se denomina aplicacion
de o a F, (Fe) a la férmula obtenida reemplazando simultaneamente cada
ocurrencia en F de x; por t, para cada x/t; € a.

a = {x/f(a), y/x, z/h(b,y), w/a}
P(x, y, z) a = P(f(a), f(a), h(b,f(a))) incorrecto
P(Xx, Yy, z) a = P(f(a), x, h(b,y)) correcto

O Una formula F' es /nstancia de otra formula F si existe una sustitucion no vacia o tal
que F' = Fa

O Una sustitucion o es idempotente si Dominio(a) N Rango(a) = &

Q Si a es una sustitucion idempotente entonces (Fa)a = Fa

al = {x/a, y/f(b), z/v} P(x, ¥, W, 2) al = P(a, f(b), w, v)
P(a, f(b), w, v) al = P(a, f(b), w, V)
a2 = {x/a, y/f(b), z/x} P(X, ¥, W, 2) a2 = P(a, f(b), w, x)

P(a, f(b), w, x) a2 = P(a, f(b), w, a)
al es idempotente, a2 no



Sustitucion.

O Dadas dos sustituciones o = {x;/t;, ..., X,/t.} Y B= {Y1/S1, ..., Y/ Sm} SU composicion
a3 se define eliminando del conjunto

X /8B, - X8 B, Yi/S1, s Y/ Sm)
las ligaduras x;/t, tales que x; = t;3,
y las ligaduras yi/s, tales que y, € {Xy,..., X}

Q Ejemplo:
si a = {x/3,y/f(x,1)} y B= {X/4}
entonces af = {x/3, y/f(4,1)} y
Ba = {x/4, y/f(x,1)}

Q Propiedades de la composicion:
(Fo)B = F(ap)
(aB)y = o(By)
OA=A0a=a

of # Pa



Unificacion.

@ Una sustitucion o es un wnificador de dos formulas A y B si Aa. = Ba.. En este caso se
dice que A y B son unificables. Informalmente, unificar es el proceso por el cual dos o
mas expresiones se convierten en idénticas mediante una sustitucion: la sustitucion
unificadora.

@ Un unificador o de A y B se denomina wunificador de maxima generalidad (umg) sii
para cualquier otro unificador B de A y B existe alguna sustitucion y tal que B=ay

QO Si dos formulas son unificables entonces tienen umg

U

El umg de dos férmulas es Unico (salvo renombrado)

a Ejemplo:

A = P(x, f(x, g(y)), z) y B = P(r, f(r, u), a)

al = {x/r, u/g(y), z/a} y a2 = {x/a, r/a, y/b, u/g(b), z/a}
Aol = Bal = P(r, f(r, g(y)), a)
Ao2 = Ba2 = P(a, f(a, g(b)), a)

al y a2 son unificadores de Ay B, pero al esel umg de Ay B
y ={r/a, y/b}, a2 = aly



Unificacion.

O Algoritmo de Unificacion:

Sean A y B dos atomos con el mismo simbolo de predicado:
o= A
Mientras Ao # Ba.:

Encontrar el simbolo mas a la izquierda en Aa tal que el simbolo
correspondiente en Ba sea diferente

Sean t, y tg los términos de Ao y Ba. que empiezan con esos simbolos:

(a) Si ni t, ni t; son variables o, si uno de ellos es una variable que aparece
en el otro =» terminar con fallo (A y B no son unificables)

(b) En otro caso, sea t, una variable = el nuevo a es el resultado de

a{t,/ts}

Terminar, siendo o el umg de Ay B



O Algoritmo de Unificacion:
Ejemplo: A = P(x, x) y B = P(f(a), f(b))

Unificacion.

Qo A« B a (ta. tp)
A P(x, X) P(f(a), f(b)) (x,f(a))
{x/f(a)} P(f(a), f(a)) P(f(a), f(b)) (a,b)
Fallo = Ay B no son unificables
Ejemplo: A = P(x, f(y)) y B = P(z, x)

o A o Ba (ta. tp)
A P(x, f(y)) P(z, x) (X,2)
{x/z} P(z, f(y)) P(z, 2) (f(y),2)

XIf(y), z/f(y);  P(f(y), f(y)) P(f(y), f(y))
= Ay B son unificables y su umg es {x/f(y), z/f(y)}



Resolucion con Variables.

O Regla de resoluciéon con umg: SeanL; v ... vL, vC y—L/v..v L, v
dos clausulas, donde todos los L; son literales con el mismo simbolo de predicado.

Puede deducirse una nueva clausula (C; p; v C, p,)B, llamada resolvente, donde
*  p;Y p, Son renombrados cuyos dominios respectivos son todas las variables de
cada clausula y Rango(p,) m Rango(p,) = &

y B €s Umg de {Ll P17 «ev I—n P1s L1’p2I"'l Lm’p2}

O La regla de resolucion con umg se apoya en una version de la regla de
factorizacion para LPO: Dada una clausula L; v ... v L, v C, siendo L,, ..., L,
literales con el mismo simbolo de predicado, puede deducirse una nueva clausula L v

Cp donde
* B esunificador de L, ..., L,
« L=LB=..=Lp
El literal L se denomina /actordeL; v ... vL,vC



Resolucion con Variables.

O La regla de resolucidon con umg es correcta

Si por su aplicacion deducimos O, entonces el conjunto inicial de clausulas es insatisfacible
(demostracion en el anexo al final del tema).

0 La regla de resolucion con umg es completa

Si el conjunto inicial es insatisfacible, entonces podemos asegurar que con la aplicacién sucesiva

de la regla de resolucidn llegaremos a deducir la clausula vacia (demostracion en el anexo al
final del tema).

0O Un conjunto de clausulas es insatisfacible sii se puede deducir O a partir
de él por resolucion con umg (demostracion en el anexo al final del tema).

O Por tanto, el método general de insatisfacibilidad se puede reducir a la
busqueda de O a partir del conjunto de clausulas, en lugar de tener que generar
conjuntos de instancias basicas



Resolucion con Variables.

Q Pueden construirse arboles de resolucidon en los que los resolventes de cada dos
clausulas se obtienen en un paso de resolucion con umg

Q Por cada paso de resolucidn en instancias basicas puede definirse un paso de
resolucion con umg

Ejemplo:  C;: —B(x,f(y)) C,: B(a,z) v C(2) Cs: B(bw) v —=C(w)
I;: —B(a,f(a)) I, —B(b,f(a)) I,:B(af(a))vC(f(a)) I3 B(b,f(a))v—C(f(a))

—B(a,f(a)) B(a,f(a)) v C(f(a)) —B(x.,f(y)) B(a,z) v C(2)
\ / \ M 2/f(y)}
C(f(a)) B(b.f(a)) v —C(f(a)) C(f(y)) B(b.w) v —C(w)
\ / \ Mf(y)}
B(b.f(a)) —B(b.f(a)) B(b.f(y)) —B(x".f(y))

Arbol de resolucién en\ / Arbol de resolucm (x7/b, y/y7

instancias basicas con umg



Procedimiento de Saturacion.

QO Procedimiento de saturacion: Sea C un conjunto de clausulas
1) SeaS,=Cyn=0
2) SiO e S, = Ces insatisfacible
3) Construir S, ,; = {resolventes deC1yC2/Cl € (Spu ...uS,), C2 € S, }
4) SiS,,1=d0S,,; Sy ... uS, = C es satisfacible
5) Hacer n = n+1 y repetir desde 2)

d El paso 3) requiere considerar todos los posibles factores F, de predicados distintos,
de las clausulas C1 y C2 sobre los que se pueden resolver ambas clausulas con el

umg que da F

O Este procedimiento genera fodos y solo los resolventes posibles a partir de un
conjunto de clausulas

O Este procedimiento es completo: Un conjunto de clausulas C es insatisfacible sii el
procedimiento de saturacion encuentra O a partir de C



Procedimiento de Saturacion.

Sot 1 PvQ PvQ  de2)y9) P de 4) y 5)
—PvQ PvQ  de2)yl0) Q de 4)y 6)
Pv-Q P de 2)y 12) Pv-Q ded)y7)
—Pv-Q p de 3)y 5) Pv-Q ded)y8)
S, Q de 1)y 2) Pv-Q de 3)y7) —Pv-Q ded)y9)
P de 1)y 3) Pv-Q de 3) y 8) —Pv-Q de4d)yl0)
Qv -Q de 1)y 4) Pv-Q de 3)y 9) Q de 5)y 7)
Py _p de 1)y 4) Pv-Q de 3) y 10) Q de 5)y 9)
Qv -Q de 2)y 3) —Q de 3)y 11) | de B)y 12)
Pv-—P de 2)y 3)
—P de 2)y 4)
-Q de 3)y 4) Se generan muchas cldusulas redundantes e
S,: PvQ de 1)y 7) irrelevantes:
PvQ de 1)y 8) 7), 8), 9) y 10) son tautologias
PvQ de1)y9) Su interaccion con otras genera mads cldusulas
PvQ de 1) y 10) redundantes
Q de 1)y 11) P, Q, —P y —=Q se generan repetidas veces
P de 1)y 12)
Q de 2)y 6)

En realidad bastaria con generar las cldusulas 5), 12)
—PvQ de 2)y 8)



Anexo: Correccion de la resolucion

con umg.

Correccion de la regla de resolucion con umg: La estructura deductiva
[VXl...Xp(le... Vv LnV Cl)l vyl...yq(—|L1, ViV —|Lm,V Cz)] |—V21...Zr(C1p1 V CZPZ)B es COI‘I‘eCta

o siendo X;...Xy, Yi...Yq Y Z;...Z, todas las variables de las respectivas clausulas
O p; Y p, renombrados de X;...X, Y Y;...y, respectivamente y
O p€esumg de {Ll Piyensy Ln P1y L1’ Poyensy Lm pz}

Demostracion:

1.
2.
3.

-

2o e b

VXpeeXp(Ly Ve v Ly v G)
VYieeYq(=hy' Ve v =L v Gy)
Fv.n.vFvE

variables

—Fv.m.v—-FvVvE,
variables

FvE,;

—F Vv E,

E,VvE
vz,...2(C; v C))

Hipotesis
Hipotesis
Sustitucion uy/t; tal que L; = L; y renombrado de

Sustitucion vi/t; tal que L' = L}’ y renombrado de

Intercambio F v F por F (Idempotencia) (n-1 veces)
Intercambio —F v —F por —F (Idempotencia) (m-1 veces)
Corte

Generalizacion



Anexo: Correccion de la resolucion
con umg 1.

Lema de elevacion: Si B es resolvente de B, y B,, ambas instancias basicas de C, y C,, respectivamente,
entonces

Existe una clausula C tal que B es instancia basica suya

C resulta de un paso de resolucion entre copias de C, y C, sobre un literal L, factor comdn a ambas:
C,=Lyv..vlL,vD,, C=-L,'V..v—L," v D,, C = (D;p; vV Dyp,)6, tal que p; y p, son renombrados y
6 es un umg: {Lyp;...Lyp1 30 = {Ly'py...Liy'p2}0 = L

Demostracion:
ExistenB,=Fv..wvFVE, yB,=_Fv..w_FvE,talqueB=E, VE,
Existen o4, 5,, Rango(c;)=Rango(c,)=9 (e.d. sin variables) tal que: C;c,= B; y C,06,= B,
Existen o,"y p;, tal que Cyp;0," = C;5,Y p; €S un renombrado de todas las variables de C,

Existen o," y p,, tal que C,p,0," = C,0, ¥ p, €s un renombrado de todas las variables de C, sin
variables compartidas con p, (e.d. Rango(p,) n Rango(p,)=9)

Cip101° = Cipy(oi'sy), pues Cipy(oy'cy,) = Cy(pyoy)s,” (asociatividad) = Cyp;oy, dado que
Rango(c,")=9 (las ligaduras de o,’ son irrelevantes)

Copo;’ = Copyoy'cy), pues Copyloy'cy) = Cypyoi)oy” = (Copyoy)oy’ ¥ Copaoy” = Gop,, pues
Rango(p,) N Rango(p;)=< y Dominio(c;")=Rango(p,) (las ligaduras de o, son irrelevantes)

Sea ¢ = 5,'c,, 6 €s una sustitucion basica pues o, Y o, lo son



Anexo: Correccion de la resolucion
con umg I1.

Demostracion del lema de elevacion (continuacion):

B;=C;p;0=(Lyv...v L, v Dy)p;0=Lyp;o V...V L pyjo VD;p;o=FV..VFVEy
BZ=C2p26=(_|L1,V...V _le, \' Dz)p26= _|L1’p26 V...V —|Lm’p20 \' D2p26= _lF V...V
—F VvV E,

{Lipysulnpito = Fy {=L,'py.li'poto = —F, luego
{Llpll-.-,anl,Lllpz,...,Lmlp2}6=F

Si {Lipq,--Lnp1,L1'Pos-- L P2t €S unificable, existe un umg 6 para este
conjunto

Sea L = {Lypy,..-Lyp1,L1'Pos-- Ly P26, luego L es factor de Cip; y Cop,
Si 6 es umg y o un unificador cualquiera, existe o talque 6 v ® = ©
B=E; VE, = D;p;0 VD,;p6 = (Dypy V Dyp;)o = (Dypy V Dyp; )0

Sea C = (D;p; v D,p,)0, entonces B = Co y Cw es instancia basica de C pues
0 o® = 6 Y ¢ es una sustitucion basica.



Anexo: Correccion de la resolucion
con umg II1.

Lema: Si un conjunto C de clausulas es insatisfacible, se deduce de €l O por resolucion con
umg

Si C es insatisfacible, entonces de un conjunto de instancias basicas suyo se deduce O por resolucion
Existe un arbol de resolucion de O con profundidad n

Si n=1 la resolucidon entre instancias basicas permite definir un paso de resolucion con umg entre
clausulas de C (Lema de elevacién)

Si n>1, existe un conjunto de resolventes R de clausulas de C, tal que C U R tiene un arbol de
resolucién de O con profundidad n-1:

Para cada paso de resolucion de nivel 1, sean B; y B, instancias basicas de clausulas C; y C, de C las que se
resuelven dando B

Existe un paso de resolucién con umg entre C, y C, con resolvente RC tal que B es instancia basica de RC (Lema de
elevacion). Sea R el conjunto de dichas clausulas RC.

Si se eliminan todos los pasos de resolucién que dan instancias B, los nuevos nodos de nivel 0 seran instancias
basicas de R o de C.

El conjunto C U R tiene un arbol de resolucién de O con profundidad n-1

Para el nuevo conjunto C' = C U R, si n-1=1 se deduce O por resolucién con umg (por 3). Si n-1>1,
existe un conjunto de resolventes R’ de clausulas de C/, tal que C' U R’ tiene un arbol de resolucion de
O con profundidad n-2

Y asi sucesivamente. Por tanto:
Del conjunto C se puede deducir O por resoluciéon con umg



Anexo: Correccion de la resolucion
conumglV.

Teorema: Un conjunto de clausulas es insatisfacible sii se deduce de él O por
resolucion con umg

= Si el conjunto de clausulas es insatisfacible entonces se deduce de él O por resolucion
con umg (lema anterior)

< 1.C |— 0O aplicando la regla de resolucion con umg

2. La regla de resolucion con umg es una regla correcta de deduccion, luego si C |—
O entonces C |= O (teorema de validez)

3. O es falsa en cualquier interpretacion
4. C no puede ser verdadero en ninguna interpretacion

5. C es insatisfacible



